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Аннотация. В статье предстзnлеllЫ ОСIЮОIIЫС ПрИIIЦИПЫ МОДСЛЩЮОЗIIИЯ, использусмые 8 пrоrrаММIIОМ КОМ­

ПЛСКсе anтоматизировашюго ДIllIaМИ'{ССКОГО аllалIOа МIlОГОКОМПОIIСПТIIЫХ меХЗIIИ'{ССКIIX СИL,l;)М ULER 
(ЭЙДЕР). )[РИRе/\ено формалиЗОRЗIIНое Ilре}\СТlIllJ1ение меХЗНЯ4ескои системы, ОСlюпные принципы формиро­
пания и реlllени"я урапнении ДRюкения" llре/\СТЗВJlСll RhIRO}\ ураRнеllи.И }\инаМИЮf упругих тел, ПОДRержеllllЫХ 

МЗJ/ым деформациям и }\пижущихся В составе систсмы. При ЭТОМ ИСllOJlЬЗУСТСЯ MC'I'O}\ КОНС4НЫХ эдемснтов, мс­

тод КРСИlll-GЭМ/lТона Д)lЯ рсду"циропани)! МЗ"IРНЦ н IIрибднжснне, б()JIее общее 110 сравнснню с НСIIOJ'l>ЗУСМЫМ R 

Jштсратуре. 

Клю.,евые сдова: ме.хаllИ4еекая снст<:ма, уравнен.tя /\Внження, уравнения 'в;оси, упругое reло, метод KOHe'l­
ных элеМ"СНТОR, MeToll Крейга-n:>МПТOIJa 

Введение со тветствующими да иками и rриводам'и. Да­

лее автоматически формируются точные в рам­

ПрограмМНЫЙ комплекс ЕПLЕR предназна­ ках классической механики уравнения движ rntЯ 

чен для математического моделирования дина­ в соответствии с описанием модели. Если в про­

мического поведения многокомпонентных ме­ [(ессе движения механической системы происхо­

ханических систем в трехмерном пространстве. ДЯТ изменения в ее труктуре, например, разру­

Объектами моделирования могут быть механи­ щаются или заЮLИНИваются какие-то шарниры, 

ческие системы из ра:шичных областей техни­ включаются-выключаются каналы управления, 

ки, например: автомобилестроения, авиации, то соответствующие ураввения автоматически 

ракетно-космической техники, машинострое­ оереформировываются. При проведении иссле­

ния, робототехники, станкостроения и т.д. дований оолыователь м жет отображать уско­

При моделировании механических систем в рения, скорости, расстояния, углы и СИЛЫ, воз­

EULER пользователю не требуется вьmодить никающие в механической системе в процессе 

уравнения движения или оперировать абстракт­ движения. 

ными математическими понятиями. Описание Целью данной статьи является описание ос­

модели мехаlШЧеской системы максимально iНОШП,IX приrщипов формирования и решеl:lИЯ 

приближено к реальной конструкции, 'по делает уравнений движения системы твердых и упру­

этот подход одинаково понятным как для инже­ гих тел, используемых в EULER. АлгоритМБI 

нера-механика, так и для математика-приклад­ формирования и решения уравнений двюкепия 

ника и других специалистов. Пользователь зада­ системы твердых тел достаточно подробно рас­

ет геометрические объекты, указывает звенья, смотрены в современной литературе (напри­

шарниры, силовые элементыI' при необходимо­ мер, [1,2]). В EULER уравпепия формируются в 

сти создает объекты контроля и управления с численной форме в абсо~uых коордипатах 
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Моделирование динамики системы твердых и упругих тел в программном комплексе EULER 

движения тел с произвольным пшом наклады­

ваемых механических связей и IlРОИЗВОЛЬНОЙ 

структурой свя.зеЙ, включая кинематические 

контуры. 

Для моделированиядинамики упругих тел в 

настоящее время применяется множество под­

ходов, каждый из которых ориентирован на оп­

ределенную область практического примене­

ния. Наиболее гибким и универсалЫIЫМ 

методом приближенного решения обширного 

круга технических проблем является метод ко­

нечных элементов (МКЭ) [6,7]. В приложении 'к 

задачам динамики этот метод имеет свои осо­

бенпости. для динамики тела, подвержеuного 

лишь малым упругим деформациям, строгая 

теория разработаuа уже давно. Если же помимо 

малых деформаций приходится рассматривать 

большое движение тела как целого, оказывает­

ся необходимым учитывать инерционную связь 

между большими перемещениями тела и упру­

гими деформациями. Эта область применения 

классического МКЭ получила серьёзное разви­

тие ЛИШЬ в самое последнее время и количество 

публикаций по данной тематике до сих пор 

крайне ограничено [3-5]. В литературе при вы­

воде уравнений движсния в данной постановке 

вводится приближение, в соответствии с кото­

рым инерция тела сосредоточена в узлах МКЭ­

модели. В настоящей работе представлен вывод 

уравнений движения деформируемого тела с 

использованием приближения, более общего по 

сравнению с общепринятым. При применении 

на практике разработанной методики оказыва­

ется возможным существенно расширИ1Ъ круг 

рассматриваемых задач и, кроме того, она по­

зволяет преодолеть некоторые проблемы, воз­

никающие lJРИ ИСllОльзовании широко распро­

страненных МКЭ-пакетов. 

1 . Формализованное представление 

многокомпонентной механической 

системы 

Под многокомпонентной механической сис­

темой понимается прои.звольная совокупность 

конечного числа твердых и упругих тел, взаим­

ное движение которых может быть ограничено 

механическими связями. Между телами систе­

мы могут осуществляться также силовые взаи­

модействия, и система может подвергаться 

внешним силовым воздействиям. Система мо­

жет также содержать каналыI управления, фор­

мирующие движение тел в соответствии с за­

данными зависимостями. 

На уровне формализованного представления 

многокомпонентная механическая система со­

стоит из следующих основных элемеlffОВ: зве­

FlЬЯ, упругие тела, механические связи, силовые 

элементы. 

Звено - базовый элемеш' структуры механиче­

ской системы. Звенья представляют собой твер­

дые тела мехаl:JИЧеской системы или интерфейс­

ные узлы ее упругих тел. Каждое звено имеет 

жестко связанную с пим базовую систему коор­

динат звена (БСКЗ). Движение механической 

системЫ описывается математически как движе­

ние базовых систем координат звеньев относи­

тельно сш..'темы координат Ilpоекта (СКП) ruпoс 

измепение параметров деформации упругих тел. 

Уравнения движе~mя механической системы 

формируются в предположении, 'П'о СКП являет­

ся Шlерциал:ьпой истемой координат. В механи­

ческой системе выделяется одно неподвижное 

(инерциальвое) звено, которое жестко связывает­

ся с CКll. На Рис. ] дано схематическое пред­

ставление механической системы. 

Простейшим типом звена является твердое 

тело. Массово-инерционные характеристики 

твердого тела полностью определяются массой, 

координатами центра масс и тензором инерции. 

В некоторых практических случаях деформи­

руемые конструкции могут моделироваться на­

бором твердых тел - звеньев, которые связаны 

между собой механическими связями и сило­

выми элементами. При этом связи моделируют 

возможные относительные движения эти тел, 

а силовые элементы модеШlРУЮТ упругие и 

демпфирующие свойства конс-rpук:ции. Но та­

кой подход имеет существенные оrpaничения. 

Он не подходит для моделирования двmк аия 

сложных простравственн:ых упругих копС'rpук­

ций. В таких случаях необходимо использовать 

модели упругих тел. 

Упругйе тела используются для моделиро­

вания движения деформиру мых конструкций. 

У пругое тело представляется совокупностью 

интерфейсных звеньев, взаимодейС1:ВИ кото­

рых между собой описывается уравнениями 
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Рис. 1. Схематическое представление 

движения упругого тела. Эти уравнения будут 

рассмотрены ниже. Интерфейсные звенья упру­

гого тела, как и другие звенья механической 

системы, могут использоваться при наложении 

механических связей и в соединениях с исполь­

зованием силовых ЭJLементов. 

~еханичеекая связь представляет собой 

соединение звеньев, ограничивающе их отно­

сительное движение. Предполагается, что ме­

ханическая связь ТОЛhКО накладывает ограни­

чения на относительное движение со диняемъ 

звеньев, но сама она не обладает никакими мао­

сово-инерционными характеристиками. Кине­

матическая пара - частный случай механиче­

ской связи, которая соединяет два звена. 

Кинематическая пара, например, вращательный 

или сферический шарнир, является наиболее 

распространенным подвижным соединеrmем 

звеньев механической системы. В общем же 

случае кинематическая связь может соединять 

более двух звеньев. На каждом из звеньев, со­

единяемых механической связыо, создается ло­

кальная система координат (ЛСК) связи, кото­

рая жестко связывается со звеном. Задание 

механической связи сводитс}! К описанию воз­

можных взаимных относительных положений, 

скоростей или ускорений ее локалЬНЫХ систем 

координат. 

Силовые элементы используются для описа­

ния активных сил, действующих на звенья ме­

ханической системы. К ним относятся силь] уп­

РУI'ОСТИ, демпфирующие силы, движущие силы 

ИНФОРМдЦИОННЫЕТЕХНОЛОГИИИВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕСИСТЕМЫ1/201 ~ 

многокомпонентной механической системы 

и силы сопротивления движению, силы грави­

тационного притяжения, силы воздействи}!
 

внешней среды на звенья механической систе­


мы и т.Д. Силовые элементы не еют массово­


инерциопных характеристик. ОFШ только соз­


дают силовые воздействия на звенья. Масса ре­


ального объекта, моделируемого силовым ле­


ментом, например, npужины шш амортизатора, ~. 

Д лжна быть распределена по ЗВСllЫL.'-1. Сило­


вые воздействия, создаваемые сшювыми 'ле­


мент Шi звенья механической системы, мо­


гут зависеть от положения звеrrьев, их 

скоростей и времени. Воздействие силового 

элемента на звено описывается следующим об­

разом: s(q,q,t) ={f(q,q,t),m(q,q,t)}, где f ­

сила, действующая на звено со cTopoвы сило­

вого элемента; m - момент СИЛЫ, f(ействую­


ЩИЙ па звено со стороны силового элемента; q
 

- вектор обобщенных координ т, определяю­

щих положение звеньев механической системы;
 

q - производпая вектора q ао времени; t ­

время. Здесь и далее чер {а,Ь} обозначается
 

объединение в общий вектор-столбец любых
 

вектор-столбцов а и Ь : {а, Ь} =[Ь] . 

Силы и моменты реакций в мехапическ.их свя­


зях не относятся к активным силам. реакции в
 

механических СВЯЗЯХ поJШО 10 оnpeлешп:<У1'Ся
 

описанием связей, и для них не требуется специ­


ального описания в виде силовых элементов. 
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Моделирование динамики системы твердых и упругих тел в программном комплексе EULER 

ПОМИМО звеньев, упругих тел, механических 

связей и силовых элементов для описания мо­

дели многокомпонентной механической систе­

мы в EUТ~ER используютсятакже программные 

движения, дат<rnКИ, изменения механизма, со­

бытия, условия начального состояния и другие 

типы объектов. 

2. Уравнениядвижения 

твердоготела 

Уравнения движения твердого тела в составе 

системы тел будем формировать в координатах 

движения соответствующей ему БСКЗ. Урав­

нения движения твердого тела в форме Ньюто­

па-Эйлера имеют следующий вид: 

тоамс =f" +f +f" (1)8 

где т - масса тела; а м(; - ускорение центра 

масс тела относительно СКII; f - сумма актив­a 

ных сил, ~ействующих на тело (кроме гравита­

ци иных сил); t~~ - сумма гравитационных сил, 

действующих на тело; t', - сумма всех сил ре­

акций связей; Рмс - радиус-вектор цеlпра масс 

тела относительно центра БСКЗ; r - радиус­

вектор центра Бекз относительно центра екп; 

J - тензор инерции тела относительно центра 

БСКЗ; t: - угловое ускорение тела относителыю 

СКП; ro - угловая скорость тела относительно 

СЮ1; Ша - сумма momeI-ПОВ активных сил, дей­

ствующих на тело (кроме гравитационных сил), 

относительно центра БСКЗ; т, - сумма всех 

моментов реакций связей относительно цeH1~a 

БСКЗ. 

Ускорение центра масс тела выражается 

формулой: 

а .11(; =r+ i о Рмс + (i) о ro .Р мс ; (3) 

Тогда уравнения твердого тела (1),(2) можно 

записать в следующем виде: 

M·at:=sa+Sg+ k + R , (4) 

где М - обобщенная матрица масс тела: 

то' -тор"]М= МС (5)[ тормс J I 

( 1 - единичная матрица размером 3х 3 ); 
at: = {а, t:} - вектор ускорений БСКЗ, а = r ; 
Sa ={fа,Ш а } - обобщенная активная сила без 

учета гравитационных сил; SK ={f
K 
'Рмс . f

8 
} ­

обобщенная сила гравитации; 

k ={-т' ro -ш о PMC'---ro· J .ю} - обобщенная си­

ла инерции; R = {f"ffi,} - обобщенная сила ре­

акции связей. 

з. Уравнения движения 

упругого тела 

Уравнения движения упругого тела вьто­

дятся в предположении, что ово совершает 

большое движение в составе механической сис­

темы и подвержено малым упругим деформа­

ЦИЯМ. Абсоmотное большинство реальных 

практичесrшх примеров, в которых приходится 

сталкиваться с моделированием движения де­

формируемых конструкций, подпадают под 

даШIЫЙ класс задач. При этом если данное ог­

раничение принято, то для вывода уравнений 

дипамики упругого тела оказывается возмож­

ным использовать классический метод конеч­

пых элементов (МКЭ) и редукцию модели ме­

тодом Крейга-Бэмптона [8]. Метод Крейга­

БЭМlIтона (связанных оодструктур) - :по метод 

редуцирования системы уравнений движения 

деформируемого тела, Dолучаемых на основе 

МКЭ, путём аппроксимации MaJIЬYX упругих 

перемещений тела набором ДОIlУСТИМЫХ форм. 

Он состоит из пяти этапов: 

1) деление узлов на l~аничные (интерфейс­

ные) и внутренние; при этом в качестве 11'а­

ничных выбираются узлыI прикрепления сило­

вых элементов и шарниров и y3IIЫ, 

приближенное "рещ,'тавление движения кото­

рых нежелательно; 

2) расчет статических форм при едипичных 

смещениях по псем степеням свободы flJанич­

ньух узлов; 

3) расчет собственных форм колебаний при 

зажатых I~аничных степенях свободы; 

4) построение модалъпой матрицы H f , рс­

дуцировaIшых матриц мае м: и жесткости С; 
5) ортонормализация базиса модального про­

странства на основе решешш редуцировавной 

обобщенной проблемы собственных ЗЯ8чений; 
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получение модальной матрицы H R , ортонор­

мальной относительно матриц МКЭ-модели. 

Итак, пусть приняты следующие два поло­

жения: для получения матриц используется 

МКЭ; дЛЯ редукции модели при меняется метод 

КреЙГа-Бэмптона. При этом малые упругие пс­

ремещения тела аппроксимируются набором 

допустимых форм: Х n = Hw , где хn - реальные 

координаты всех узлов МКЭ-модели в собст­

венной системе координат тела, W - набор мо­

дальных координат размера Н , где Н - коли­

чество рассматриваемых форм. В качестве 

модальной матрицы Н может быть выбрана 

mобая матрица, составленная из допустимых 

форм тела, в том числе мюрица П J' или Н 11 из 

мстода КреЙГа-Бэмптона. Основное преимуще­

ство применения редукции модели состоит в 

том, что получаемые матрицы имеют размер, 

который практичсски всегда несравнимо мень­

ше размера матриц всей МКЭ-модели. 

Уравнения динамики упругого тела выводятся 

на основе уравнения Лаграюка второго рода: 

~(дT)_ дТ + дu (6)=8 

dt aq дч дч , 

где Т - кинетическая энергия, U - потеНЦИaJlЬ­
ная, q - вектор обобщенных КООрДIшат тела, s 

- вектор обобщенных сил. В качестве q выбе­

рем совокупность шестимерного вектора поло­

жения присоединенной системы координат тела 

{r, (j)} и вектора модальных координат w. По­

нятие присоединенвой системы КООРДШ'lат 

(пек) тела является основным при моделиро­

вании движения упругого тела в рассматривае­

мой постановке. ЕСJfИ тело не совершает упру­

гих колебаний (заморожено), то всё движение 

тела определяетсядвижением пек; она являет­

ся собственной системой координат тела, в ко­

торой упругие неремещения аппроксимируют­

ся набором допустимых форм. 

для удобства записи формул примем 

ледующие обозначения: r =v,ф =ro, где v,ro ­

JfИнейная и угловая скорости пек относитель­

но системы координат проеЛа; 

q =r(j)w ={r,(j), W} , q=vro~ ={v,ro,~} , 

q= aE~ = {a,E,~} , где а,Е - линейное и угловое 

ускорения пек тела относительно еКI1; ~ = '" , с 

~ =w. Обозначим через N - количество всех 

узлов тела, через H k - часть модальной ма'JPИ­

цы размера хН, относящаяся к k -ому узлу 

тела (Xn,k = H k W - шестимерный вектор поло­

жения k -ого узла), П~ - поступательная часть 

Hk ' Hi - вращательная часть H k • 

Рассмотрим все части уравнения Лагранжа 

(6) последовательно. Уравнение для расчета п( 

кинетической энергии МКЭ-модели тела из­ o~ 

вестно: б~ 

1/ т
т =/2 VnMJ'f.M V n ' (7) 

где vn - вектор реальных скоростей всех узлов
 

тела в пек, м n ..м - мюрица масс всей МКЭ­


модели. При этом, если М n.,"М - матрmщ общего гд
 

вида, получаемая из МКЭ, то можно вывести 
Ш!
 

уравнения динамики упругого тела в самой об­
Фi

щей постановке. эти уравнения бьmи получены, 
об 

oдnaKo здесь они н НрИБОдкrcя В силу своей lpo­
ну

моздкости (паnpимер, компоненты обобщеппои 

матрицымасс выражаютсячерез 18 матриц, каж­
ле 

+- че 
дая из которых записьmа я через блоки матри­


цы Мп:м ' час'т матрицы H k и другие величи­
ру
 

фс 
ны); публикация данных резулъта в 

пи 

планируется в самое БJfИЖaйlliее время. I осле .. но 

реализации разработаюIых методов на праК'I'ике '" 
были выявлены различные серьезные проблемы, 

которые возникают при использовании широко 

распространенных МКЭ-пакетов для получения iЛ 
~ 

$: 
ГДI 

матриц модели, а также некоторые трудности, 

Qнепосредственно связаlшые с ИСПОJThЗOванием 
~ 

k: 
~ 

полученных уравнений; в дашюй СПflъе они под­ " 
робно не описываются. Далее npиводится вьшод k r 

уравнений ДJlliамики деформируе конструк­
k~

ций методом «смещенпых тв P)..(pIX Ю> с ис­

пользованием приближения, более общего по k. 
сравнению с общепринятым в литературе. Этот 

ко!метод позволяет сглaдmъ .все недостатки приме­

нения классического МК ; уравнения, получен­

ные этим методом, быJШ реализованы в IlК 

EULER в качестве основного средства моделиро­

вания динамики упругих тел. 

Итак, пусть дополнительно введено upи­ а] 

ближение: в массово-инерционном смысле, 
жа 

упругое тело заменяе'] я ваб ром твердых тел 
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с центрами масс в точках, которые отстоят от 

соответствующих узлов МКЭ-модели тела на 

некоторые известные вектора Р nrC,k' k =1, N . 

Тогда, выразив положения, линейные и угло­

вые скорости каждого узла TeJIa чсрез обоб­

щенные координаты и их производные, можно 

нреобразовa'IЪформулу (7) к следующей: 

т = Jic{Mq, (8) 

нолучив при :лом выражение для расчета 

обобщенной матрицы масс М в следующем 

блочном виде: 

J гг 
M=,JT 

(9)rrp
[ 
i~w 

где J гг' J'W, J "" - ПОСТОЯН]iЫ В ПСК, J rrp' J rpw ­

линсйно зависят от W, а J rprp - квадратично. 

Формулы для этих компонент, так же как и в 

общей постановке, имеют достаточно объем­

ную запись, одпако оказываются гораздо более 

легкими с точки зрения количества арифмети­

ческих операций; их публикация также плани­

руется в ближайшее время. Далее, подставив 

формулу (R) в уравнеfше Лагранжа, можно за­

писать выражения для соответствующих чле­

нов этого уравнения в виде: 

d (дТ) дТ- - I--=M-al:~-k (10)
dt дч aq ,I 

где k - вектор обобщеIШЫХ сил инерции: 

k ={-kr,-kq>,-k.. }; 

k r =ЮJ гrpю +ю( 2J 'W -lгrp,1I )~; (11) 

krp =ЮJ rprpю +j rprpю + (vl rrp,lI + Ю.frpw + j rpw)~ ; 
- т - 'Т

k w = k,v.rprp + kw,rpw -I гrp . ll юv + JrpwЮ; 

компоненты векторов kw,rprp, kw,rpw равны: 

kw,rprp,i = - JiюТ (дJrprpjдwi)ю, 

kW,'P"..i = -юТ (aJrpwjaWi)~' i =1, Н , 

а Irrp,H - одна из матриц, через которые выра­

жаются компоненты матрицы масс. 

ПотеIЩИаЛЫIШI энергия тела равна: 

И =И с: + И-Ч ' где Ис: - потенциальная энергия 

упругих деформаций, И 1: - потенциальная 

энергия гравитации. И пользуя формулу /(ЛЯ 

энергии упругих деформаций МКЭ-модели те­

1/ Т
ла: ИС =/2ХnСn;МХn' где С n..М - матрица же­

сткости всей МКЭ-модели тела, можно пока­

зать, что: /дис aq = Cq, где С = [ 06Х6О 
О]
С -

- Т 

обобщенная матрlЩа ж ткости, С =Н -С /'НМ Н 

- редуциронанная матрица жесткости из метода 

Крей -Бэмптона; значит, обобщенная сила уп­

ругости равна: 

Su =-С· r(j)w . (12) 

Обобщенную силу гравитации можно выразить 

в виде: 

SR =Mg, (13) 

пскольку aUgjaq=-Мg, ('де g=(gr;O;O) ­
обобщенный вектор ускорения свободного па­

дения, gr - обычныи вектор ускорения свобод­

ного пад пия. 

Обобщенные силы S из правой части урав­

нения Лагранжа представляют собой сумму ак­

тивных сил, сил демнфирования и сил реакции 

связей. Математическая модель демпфирования 

строится известными методами на основе дис­

1 т
сипативной функции Рэлея: R =-ч Dq ; обоб­

2 
ЩСШIая сила демпфирования при этом равна: 

Sd =-D·vю~. (4) 

Обобщенную матрицу демпфировани.я м ж­

06х6 О] ­
но записать в виде: D = О о' где D полу­[
 
чается либо методом Рэлея: D=аС +рм, а и. 

р - некоторые константы, лпб IJа ОСIJове 

представления свободных колебаний тела на­

бором независимых уравневий двmкепия с од­

ной степенью свободы, тогда: 

D=diag(dr;···;dH ), где d k =2r.ш~ rk - доля 

критического затухания соответСТВУfOuцей 

формы, Щ - ее собственная частота колебави:й. 
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Рассмотрим далее сосредоточеIПIые актив­

ные силы, действующие на тело. ПусТJ, к k ~ 

ому интерфейсному узлу приложены сила f k и 

момент Ш k в точке, отстоящей от этого узла на 

вектор Р f.k • Из условия равенства виртуальных 

работ на возможных перемещениях по обоб­

щенным координатам получим (суммирование 

ведется по всем узлам тела, к которым прило­

жены силы): 

Sa = I(Sr.k,S<p,k,SW.k)' 
k 

(15) 
SIJ'.k =Sn,lJ',k + (Pk + H~ w)· Sn,r,k , 

'7' 
S k =H k 'S k'w. n, 

ЗдеСI, Sn,k = (Sn,r,k 'Sn,lJ',k) =(fk 'Ш k +Р f,Jk) 

приложеIIНая сила, приведенная к соответст­

вующему узлу. 

Сводя все части уравнения Лагранжа (6) во­
едино, получаем уравнение для расчета дина­

мики деформируемого тела: 

М '3~ =sa + S,~ +sa +Sd +k + R, (16) 

где М - обобщеl·шая матрица масс (9); sa 

обобщенные активные силы (15); SK - обоб­

щенная сила гравитации (13); sa - сила упруго­

сти (12); Sd - сила демпфирован ия (14); k ­

обобщенные СЮlliI инерции (11); R - обобщен­
ные СЮlliI реакции связей. 

4. Уравнения связей 

Введем следующий вектор обобщенных ко­

ординат локальных систем координат (лек) 

связи 

q" ={qr:,i'···,qc,j,· .. ,q",NlJ, 

где qc,; ={r",pqtc,J - шестимерный вектор поло­

жения i -й лек связи; NL - число лек связи. 

Рассмотрим двусторонние (удерживающие) 

связи. Такие связи онисываются следующими 

уравнениями: 

gh(q",t)=O; (17) 

(18) 

Уравнение (17) описьтает голономпую 

связь. Уравнение (18) описывает неголономную 

связь. Путем двукратного дифференцирования 

уравнения (17) или однократного дифференци­

рования уравне~шя (18) получаем уравнение 

ускорений для связи, которое можно предста­

вить в следующем виде 

Gc·q"=-h,,, (19) 

где G с - вектор-строка производных уравнения 

связи, для голо но мной связи G с =V qc" gh' для 

Ilеголономной связи G" =Vq,Tgn; hс(Чс,qс,t) ­

представляет собой ускорение нарушения связи 

при отсутствии ускорений лек связи. 

в уравнении (19) для всех лек проведем 

замену ускорепия i -й лек связи qc,; на qi ­
ускорения обобщенных координат звена, к ко­

торому она прикреплена. Если звено, с которым 

связана i -я лек, является твердым телом, то 

qi = 3Е;, где 3Е; - обобщенный вектор ускоре­

ний соответствующего твердого TCJra. Если зве­

но, с которым связана i -я лек, является упру­

гим телом, то qj =3E~i ' где at~j - обобщеюlыIй 

вектор ускорений соответствующего упругого 

тела. В обоих случаях 

(.... .. (...... h 
• (',' . Чг" == • j • qi + a,i' (20) 

где G"i = {Gr:г,pG'IJ'J - шестимерный вектор­

строка производных уравнения связи 

менным i -й лек. 

Если звено, с которым связана i -я 

ляется твердым телом, то 

G. = {G,G .};
l Г,' (/1.1 

G=G-G·p;
'Р,' up.l er,l C.l 

по пере­

лек, яв­

(21) 

(22) 

где Р с,; - радиус-вектор цеm:pa i -й лек вязи от­

носительно центра екз звева, с которым ом свя­

зана; Ю - угловая скорость БСКЗ звена, с которымj 
связана i -я лек связи, относительно CКIl 

Если звено, е которым связана i -я лек, яв­

ляется упругим телом, то 

G,={G "G "G .};
, Г,, 'Р.' W,l 

G. 

h 
ц, 

+~ 

ПИJi 

сис 

q= 

где 

СКО, 

мех! 

веК': 

урш 

в СЛ 

где 

спяз 

мех, 

ния 

рени 

вект, 

(21 ), 
с тв{ 

щая 

инте 

ОТСу" 

вуюr:: 

опре , 

зана 

связи 

о: 

СКОЙI 

G 

где ( 
щее < 

ют СI 

столб 

явлЯ'/( 

М{ 

р 

не нв 

МОЖНI 
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(23)G",,i =G c9J.i -G,r.; . (Р ') + H~,iWi + Ре,;); 

G " = G .. ' H~ . + (-G . р- + G. .). H~ ;
~.' (~T,l А..,' [Г,' (_,1 [f/J,I А..,' . 

h . =-G .[roro.(р,.. +H~w. +р .)+
а,1 сг,' 1 1 11",1 А.,' 1 С.' 

+2roiH~,i~i + (20); + H~,i~;)(H~,i~;)Pc,i J. 
(24) 

Введем общий вектор параметров положе­

ния всех твердых и упругих тел механической 

системы: 

q = {r(j)"ПРz ,···,.rCPNR ,r"w 1,rcpwz,...,прw ю,} , (25) 

где NR - количество твердых тел в механиче­

ской системе; NP - количество упругих тел в 

механической системе. Общую размерность 

вектора q обозначим N. Используя (20),(21), 

уравнепие ускорения связи (19) можно записать 

в следующем виде: 

N/. 

G· q" =-(h. +"h .) =-h (26)с L.J U,' ' 
;.:....1 

где G - вектор-строка производныx нарушения 

связи по параметрам изменения состояния тел 

мехашrческой системы; h - нарушение ускоре­

ния связи, возникающее при отсутствии уско­

рений параметров положения тел. Элементы 

вектора G в уравнении (26) определяются по 

(21), если соответствующая лек связи связана 

с твердым телом, по (23) ~ если соответствую­

щая лек связи связана с упругим телом (его 

ию'ерфейсным звеном), или равны нymo, если 

отсутствует лек связи, связанная с соответст­

вующим телом. Элементы h . в уравнении (26)
ц., 

определяются по (22), если i -я лек связи свя­

зана с твердым телом, по (24) - если i -я лек 

связи связана с упругим телом. 

Собрав уравнения (26) всех связей механиче­

ской системы в одну систему уравнений, получаем 

G-q =-Ь, (27) 

где G - матрица размером NC х N (NC - об­

щее число связей), строки которой представля­

ют собой векторы G из (26); h - вектор­

столбец размером NC, элементами которого 

являются значения h из (26). 
Механические связи, которые сушествуют в 

реальных механических системах, как правило, 

не являются идеальными. Неидеальные связи 

можно моделировать как совокушюсть идеалъ­

ной связи и активного силового воздействия, 

нарушающего идеальность связи. Как правило, 

таким силовым воздействием является трение. 

Таким образом, далее будем предполагать, что 

рассматрива мые механические связи являются 

идеальными. Можно показать, что вектор реак­

ЦИЙ идеальной связи, действующих на лек, 

может быть выражен в слсдующем виде 

R" =G,T ,А., 

где А. - неопределенный множитель, значение 

которо['О задает величину реакции. 

5. Расчетдинамическогосостояния 

системы тел 

Под расчетом динамическогосостояния сис­

темы тел понимается расчет вектора ускорений 

движения тел q и сил, действующих в системе, 

включая реакции связей. Используя вектор па­

раметрав положения тел механической системы 

(25), уравнения движения твердых (4) и упру­

гих (J 6) тел можно записать видс одной сис­

темы уравнений 

M'q=S+K+R, (28) 

где М - квадратная блочно-диагональная 

матрица масс; S - суммар!:IЫЙ вектор активных 

сил равный S" + SK для твердых тел и 

SU +SK +S" +S(/ для упругих тел; К - вектор 

сил инерции; R - вектор реакций связей. Мож­

но показать, что 

R =GT .#.., (29) 

где G т - транспонированная матрица G из 

(27); #.. - вектор множителей реакций связей 

длиной NC. 
ИсПОJIЬЗуя (28), (29) и (27) запишем систему 

уравнений двюкения тел механической систе­

мы с учетом связей 

M-q=S+ +GT.A.; (30)
G'q =-Ь. 

Преf\Jlолага ся, что lJеред расчетом дина­

мического состояния системы тел положение и 

скорости тел (векторы q и q) известны. В со­

ответствии с их значениями определены все ак­

тивные силы S, силы инерции К, матрица 

связей G и вею' р Ь. Обратив ма1рИЦУ М из 

первого уравнения системы (30) получаем 
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(31) 

Подставив (31) во второе уравнение системы 

(30), получаем линейную систему уравнений 

для определения множитеJIСЙ реакций связей 1.. 
А .1.. =Ь , (32) 

где A=GM-'GT 
; ь =-GM-'(S+K)-h. 

После опредеяения вектора 1.. и3 решения сис­

темы уравнений (32) определяются значения 

вектора ускорений тел q в соответствии с (31). 

6. Расчет движения систем тел 

Расчет движения системы тел нроизводится 

путем численного интегрирования вектора ус­

корений q, значение которого определяется в 

результате расчета динамического состояния 

системы тел. Уравнения ускореEIИЙ связей в 

системе (30) являются неустойчивыми в плане 

получаемого решения исходных уравнений свя­

зей О 7),(18). В процессс числсшюго интегр ­
рования эти уравнения нарушаются, то есть 

связи расходятся. Дня lIарир вания этих пару­

шений в программном компл ксе EULER flpe­
дусмотрена стаБИЛИЗЗI\ИЯ связей и коррекция 

положения и скоростей звеньев механической 

системы. Стабилизация связей выполняется 

всегда в процессс расчетов, а коррекция поло­

жения и скоростей может ВКЛЮЧа1Ъ­

ся/выключатся 1I0Jlьзователем. 

Стабилизация связей представляет собой про­

цесс управляемого уменьшения погреllпюстей 

соблюдения связей пyreм J1ведения в уравнения 

ускорения связей специальных стабилизирую­

щих добавков. С учетом сгd6илизирующего до­

бавка уравнение ускорения связи имеет следую­

щий вид 

G .q=-h - L1g = -(/1 + L1g) , 

где L1g - стабшшзирующий добавок ускорения 

связи, предназначенный для се возвращения в 

корректное состояние. Значение стабилизи­

рующего добавка ускорения опредеJmется сле­

дующим образом 

L1g =ko . L1R + k1 • L1g , (33) 

где L1R, L1g - текущие невязки положения и 

скорости связи; ko,k - коэффициенты закона 
J 

стабилизации. Значения коэффициентов ko,k, 

ДОЛЖНЫ обеспечивать устойчивость процесса 

стаБИЛИЗal(ИИ. В качестве исходных параметров 

регулирования стабилизации задаются период 

колебаний т.~ и коэффициент затухания qs 
процесса стабилизации. Уравнение (33) являет­
ся обычным уравнением колебаний 2-го поряд­

ка, отсюда получаем 

k = _(21[J2, k, = 4· l[·qso 
т.\, т.~ 

Введение стабилизирующих добавков в 

уравнения ускорений связей не изменяет схему 

расчета динамичсско.·о состояния системы тел. 

С их учетом правая часть системы уравнений 

(32) принимает следующий вид 

Ь =-GM-1(s + К) -(Ь + L1g), 

где L1g - вектор стабилизирующих добавков 

ускореIIИЙ для всех связей. 

Коррекция положения и скоростей звеньев 

механической системы выполняется для едино­

временной ликвидации нарушений всех связей. 

Коррекция скоростей про изводится в соответ­

ствии с гипотезои абсолютно пла, ческого 

мгновенного удара в связях. для коррекции 

скоростей определяются множители ударпых 

импульсов в св . ях из решения л дующей 

системы уравнений 

GM-1G1 ,A. = L1g,v 

где L1g - вектор невязок скоростей в связях; A.v 
- вектор множителей ударНБIX импульсов в свя­

зях, компенсирую невязки скоростей. Кор­

рекция скоростей звеньев механической систе­

мы определяется следующим выражением 

Lki =M-1GT 
• A. .v 

Коррекция положения звеньев механической 

системы производится аналогично коррекции 

скоростей, но в отличие от вее задача коррек­

ции положения яшrяется нели:иейиой и решает­

ся методом Тlьютон На каждой итерацпи оп­

ределяются множители 1.." , апапогичпые 

множителям ударных импульсов в связях., из 

решения следующей сис'Темы уравнений 

GM-'GT .1.. = А.т
р '-'6, 

где L1g - вектор певязок положепия в связях. 

Коррекция положения звеIгьев меxanической 

системы на текущеа m'ерацаи опреДСJIЯется 

выражением 
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Моделирование динамики системы твердых и упругих тел в программном комплексе EULER 

L1q =м-"с 
т '/"'1" 

Для численного интегрирования 

уравнений движения в программном 

KoмrmeKce EULER пользователь может 

выбрать любой реализованный в нем 

метод. В настоящее время в программ­

ном комплексе реализованы: метод 

Рунге-Купа четвертого порядка, метод 

Рунге-Кутга-Фелбергачетвертого/пято­

го порядков с автоматической коррек­

цией шага, многошаговые методы 

Адамса различных порядков аПIIроКСИ­

мации, неявные методы Эйлера, Парка, 

модифицированный метод Ньюмарка и 

дрyrие методы. 

7. Точность и время расчета 

Для проверки точности расчетов ПК 

ПULЕR студентами и преподавателями 

МГУ им. М.В. Ломоносова было про­

ведено решение большого количества 

P~IX задач по теоретической ме­

ханике. Решение этих задач показало, 

что практически всегда точность, полу­

чаемая в EULER, при соответствующсм 

задании параметров численного реше­

ния, составляет не менее шести знача­

щих цифр. Это значительно выше точ­

ности, которая обычно требуется при 

проведении инженерных расчетов. 
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Рис. 2. Цепочка тел 
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Рис. 3. Сетка тел 
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Матрицы формируемых в EULER уравнений 

движения механической системы являются 

сильно разреженными, благодаря чему время 

расчета практически линейно зависит от числа 

тел исследуемой системы. На Рис. 2 и Рис.3 

представлены примеры двух типов тестовых 

задач: цепочка одинаковых тел, соединенных 

шаровыми шарнирами, и прямоyrольная ре­

шетка одинаковых тел. Движение систем про­

исходит под действием гравитации. На Рис. 4 
представлены графики времени решения этих 

задач в зависимости от количества тел. Реше­

ние проводилось на нерсональном компьютере 

с процессором Genuine Intel (R) CPU Т2500 @ 
2.00 GHz. Для численного интегрирования ис­

пользовался метод Рунге-Купа с постоянным 

шагом 0.001 сек. Длительность процесса дви­

жения систем 1 сек. Коррекция положения и 

100 
, 

20 40о 

число_тел 

Рис. 4. Время расчета тестовых задач 

скоростей бьmа отключена. Реальное время 

расчета в обоих примерах хорошо агшроксими­

руется степешюй функцией k· па , где n - чис­

)10 тел в исследуемой системе; k,a - коэффи­

циенты, значения которых зависят от типа 

задачи: для цепочки тел а =1.09 , для сетки тел 

а=I.22. 

8.Примеры 

На Рис. 5 - РИС.8 uоказав пример расчета по­

ведения стойки самолета в процессе rrpиземле­

ния. Общий вид экрана 11К EULER в ароцессе 

исследования представлен па Рис. 5. На РИС.6 

показан общий вид т ЙКи. Корпус СТОЙ:К:Н мо­

делируется упругим телом. Рас аска по по­

С"fупатеЛЫfЫМ деформациям корпуса привеДСfIа 

на Рис. 7, Рис.8. На рис. 8 также показана шка­

ла градации цветов раскрас в метрах. 
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Рис. 5. Экран ПК EULER в прОцессе исследования стойки 
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Рис. 6. Общий вид стойки Рис. 7. М КЭ-модель корпуса стойки стршРис. 8. Деформации верхней части 

корпуса стойки 

Литература 

1.	 l3иттенбург Й. Динамика систем 1llep1\blX тел. М.: Мир, 

1980." 292 е. 

2.	 R. Featherstone, D. Опп, Robot dynamics: equations and 
algorithms. Рroс. of the 2000 ШЕЕ, 826-834 рр. 

3.	 Михеев Г.I3. КОМПЫ<УГСРНОС МQ)1eJJИjJOвание l\Инамики сис­

тем аОО)JJЮПЮ тверДЫХ и УПРУI'ИХ тел, нодвсрженныx 

малым 1\сформациям: 1\ИС. каfЩ. техн. наук / Михссв г.В.; 

науч. рук. Д.Ю. ПОl'OреJЮВ; Брянский l'OC. teXI-I. ун-т. ­
I1рянск, 2004. - 153 с. 

элем 

4. ВнутреllllЯЯ документация к Пj)()граММJIОМУ КОМШlексу ВЯlЩ 

ADAMS. Трад 
5. Шабана А. Описание ltинамики гибких тел с ИСПОЛhЗо­

вия I
ваП1iе f обобщенных ураоuепий Нt.lотопа-ЭИл ра. 

щее6.	 ОбразЦО11 И.Ф., Саосльев Л.М., Хазанов Х.с. Метод КО­

НСЧRhlХ элементов В • 8J\зчах (;троитсльноii мсхаНJIКИ ЭВМ 

летатеШ,IIblX аппаратов. М.: Высш.шк., 19Н5. - 329 с. жуто 

7. Зенкевич . Метод конечных. ')Jlсментов в 'ГСХ'шке. М.: ОДН] 
Мир, 1975. -54] с. 

ИСПО.8.	 Craig, R.R., Jr., BampLon, М.с.е. Coup1ing ог subslтuc­

turcs Гог dynamic analysis, AIAA Joumal, Yol. 6, N . 7, СТБ 

атак1968, рр. 1313-1319. 

ка.	 J 
Бойков ВJlадимир ГеОрl·иевич. ГенерaJJЬНЫЙ директор ЗАО «ЛвтоМеханика», доц н кафедры OllTIIMaJIbllOl'O упраВJJС'­

регу.J:
ния. Окончил М ГУ им. М.в.ломоносова. КаJщи/tат технических наук. ОблаСТh иаучных 11I-lтерссоп: МО/1СJJиронапис мно­

I'окомlloнептJIыx механических систем. E-mаiI: Воуkоv@еulеТЛl. маци! 

реаш 
Юдакоu АJlексей A.ilсксаIЩРОВИЧ. Ведущий НjJOI'раммист ЗАО «АвтоМеханика», аСllИрaJlТ кафедры ОПТИМ3JIЬНО1'О 

ляеМJуrrраВJJСНИЯ. Окончил МТУ им. м.в.ломоносова. Обласп; науч.вых и'нтсрссов: моясл И pOBaTflfс уrтpугих тол 1) с(х:тавс 

механическихсистем. E-rnail: уои АD@шаil.ru. не M~ 

ИНФОРМАЦИОННЫЕТЕХНОЛОГИИИ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕСИСТЕМЫ 1/2011 52 

mailto:�D@��il.ru

